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Die ,,adiabatische Invarianz“ des magnetischen Bahnmomentes
geladener Teilchen

Von F. Hertweck und A. ScHLUTER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 12 a, 844—849 [1957] ; eingegangen am 11. Juni 1957)

In einem Magnetfeld ist das magnetische Bahnmoment u* eines geladenen Teilchens annahernd
eine Konstante der Bewegung, wenn das Magnetfeld nur schwach variiert. Fiir den Speualfall eines

homogenen, zeitabhiingigen Magnetfeldes wird gezeigt, daB die relative Anderung in u*

zwischen

zwei verschiedenen Zustanden, in denen das Magnetfeld konstant ist, mindestens exponentiell in
h/a gegen Null geht. Hierin ist a ein Maf fiir die relative Felddnderungsgeschwindigkeit und mit A

ist die Gyro-Frequenz bezeichnet.

The magnetic moment u of the motion of a charged particle in a magnetic field is an approximate
constant of motion in moderately varying magnetic fields. For the special case of a homgeneous
time-dependent magnetic field, it is shown that the relative change in u between two different states
of constant field decreases at least exponentially in h/a if a/h tends to zero, where a represents the
relative rate of change of the magnetic field and h denotes the gyro-frequency.

In einem homogenen, zeitlich konstanten Magnet-
feld (der Starke H) kann der Spiralbewegung ge-
ladener Teilchen ein magnetisches Moment zu-
geschrieben werden, das folgen wiirde, wenn man
in Ebenen senkrecht zum Felde das geladene, krei-
sende Teilchen durch einen dquivalenten Kreisstrom
ersetzt denkt. Die GroBe dieses Momentes folgt zu

i m Ui
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wo D) die Geschwindigkeitskomponente senkrecht
zum Felde bedeutet. Bis auf einen Faktor 2cm/e
ist das magnetische Bahn-Moment identisch mit dem
Drehimpuls des Teilchens um die von ihm umlau-
fene Feldlinie.

Der Nutzen dieses von ALrvEN! eingefiihrten Be-
griffes des magnetischen Momentes liegt in dessen
,adiabatischer® Invarianz. ALrvENx hat die Konstanz
von u* in langsam ortlich oder zeitlich sich @ndern-
den Magnetfeldern in 1. Ordnung gezeigt, wenn die
Ordnungen bei zeitlichen Anderungen durch Ver-
gleich mit der Umlauffrequenz (Gyrofrequenz) und
bei ortlichen Inhomogenitaten durch Vergleich mit
dem wihrend eines Umlaufes zuriickgelegten Weges
bestimmt werden. HerLwic hat gezeigt?, da} die
Konstanz bis zur 2. Ordnung gilt. Da es nun fiir
viele Probleme erforderlich ist, ein Mal} fir die
Giite der ,adiabatischen® Invarianz, also fir die
Anderung von u* zu besitzen, da aber im allgemei-
nen Falle beliebiger ortlicher und zeitlicher Ande-

1 H. ALFvEn,
Oxford 1950.

Cosmical Electrodynamics, Clarendon Press,

rungen die notwendigen Storungsrechnungen sehr
uniibersichtlich werden, wollen wir einen einfachen
Spezialfall betrachten: das Magnetfeld sei dauernd
homogen, aber mit zeitlich verdnderlicher Starke.
Man wird annehmen diirfen, dal} die hier erhaltenen
Ergebnisse im wesentlichen auch im allgemeinen Fall
zutreffen.

1. Die Bewegungsgleichung

Die allgemeine Bewegungsgleichung eines gelade-
nen Teilchens (nicht-relativistisch) in einem elektro-
magnetischen Felde lautet:

dr e ~
m o ZEG’J“}' [b9H].
Es soll nun nur der Fall betrachtet werden, dal} das
Magnetfeld homogen ist, sich aber zeitlich noch én-
dern kann, d. h. von der Gestalt

H=n-H(z)

ist. 11 ist ein fester Einheitsvektor; H (¢), der Betrag
von §(¢), ist eine Zeitfunktion. Unter der Annahme,
daB keine Raumladungen vorhanden seien, bestimmt

sich € aus den beiden Gleichungen

—1—~—87H—O div€E=0.

3t
Diese beiden Gleichungen werden durch die Funk-

tion

rot € +

2 G. HeLrwic, Z. Naturforschg. 10 a, 508 [1955].
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-t dH ()
&> 2c[nt] dt

gelost. Mit der Umformung
h(n) = <29,

mc

wobei h(t) die Bedeutung der Gyrofrequenz des ge-
ladenen Teilchens im Magnetfeld §(¢) hat, lautet
die Bewegungsgleichung

= Tl +3ma O —o.

ae " |Mar de

Die Bewegung in Richtung von n ist fiir das vorlie-
gende Problem ohne Bedeutung, man kann willkiir-
lich (n-dr/d¢) =0 setzen. Die beiden Querkompo-
nenten von I lassen sich dann auf die komplexe Zah-
lenebene abbilden, und es folgt

rrikrt s hr=0, (1)

mit r=x+iy.
Der Punkt bedeute im folgenden stets Differentia-
tion nach der Zeit.

In Anlehnung an Gl. (1) moége das magnetische
Moment hier so normiert werden, daf}

Im Falle =0 beschreibt das Teilchen eine Kreis-
bahn

r—a,+pe ittty

(ay = const, beliebig; o, = const, reell). o ist der

Radius des Kreises. Es folgt dann offenbar

p=""=hg. (2)

2. Die Losungen der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung (1) geht durch die
Transformation

——~Z—fhdt
r=ze 2

iber in die Gleichung

2

.z.+%z=0 (3)

fir z. Diese Form ist sehr zweckmiBig fiir die
numerische Integration, da Je(z) und Jm(z) der
gleichen DGI. gentigen. Die Transformation

z:ef?’dt
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liefert die zu (3) gehorige Riccarische DGI.
. 2
y+;f‘-’+’i——:0. (4)

o

Man kann nun den Reihenansatz y = Z v» machen,

»=0

wobei in Analogie zur WBK-Methode der Quanten-
mechanik angenommen sein soll, daf} die zunehmen-
den Indices von y, abnehmende GréBenordnungen
bedeuten und dafl die zeitliche Differentiation die
Ordnung um 1 erniedrigt. Durch Vergleich von
Gliedern gleicher Ordnung folgt dann aus der
DGI. (4) das rekursive System

. h 1k
70=ilfz‘a 71=“2"h’s
A e lw 3 2 e 1 .d [y
/2"' ’25/0 (/1+y1 )7 i3 ’2’dt (VT))’ (5)

Die ungeraden Glieder sind immer reell mit eindeu-
tigem Vorzeichen und als Differentialquotienten dar-
stellbar. Die geraden Glieder sind in diesem Fall
imagindr. Das Vorzeichen von y, ist beliebig und
beeinfluflit die Vorzeichen der anderen geraden Glie-
der. Aus der Zerlegung der Gl. (4) in Real- und
Imaginarteil folgt f?ﬁe(y) dt= —3log Jm(y) und
aus (5) erhilt man Jm(y) =74 (1 + s/79+ - ..) mit
reeller Klammer. Indem man fir y, das positive
oder negative Vorzeichen wihlt, erhdlt man zwei
linear unabhingige Losungen:

3 t
gz har  xif Gt at

Bl (L+yafret.. )

Z(t) :Ai

Die Reihenglieder y, fiir » = 2 héngen nur von den
Ableitungen .h,.].l, ... ab, nicht aber von & selbst. Sie

verschwinden fiir h=0.

Fiir den Spezialfall, dafl das Feld von einem kon-
stanten Wert h, zur Zeit ¢, auf einen anderen kon-
stanten Wert h, zur Zeit ¢, ibergeht, so dal am An-

fang und am Ende A samt allen hoheren Ableitungen
gegen Null strebt, folgt

) r) _ g g ) ()
1 0
da das Glied mit 4, zeitlich konstant wird. Das be-
deutet, daBB das magnetische Moment in allen Ord-
nungen konstant bleibt. Dieses physikalisch sinnlose
Ergebnis muf} bedeuten, daf} die Reihenentwicklung
nicht konvergiert.

5
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3. Sprunghafte Felddnderungen

Das Feld soll sich in einer Zeit, die klein ist
gegeniiber einer Umlaufszeit des Teilchens, von
einem konstanten Wert h, (d.h. A=h, fir t<t,)
auf einen anderen konstanten Wert h, (h=h, fir
t>1,) dndern. Die Integration der DGI (1) liefert
allgemein

t
s &
r+ihr— 2‘/hrdt = const . (6)

Die anfingliche Feldkonstanz liefert als Anfangs-
bedingung,

r(t<ty) =a+oe Mt—aitb
mit @, 0=const, reell (die " hierdurch festgelegte

Phase ist ohne Belang). Es folgt r.(t<t0) =—ihyo

und const=ihga, also
t

r(t) =i hya— i+ ;/rﬁdt'. 7
ty
Im Grenzfalle sprunghafter Felddnderungen laft
sich das Integral in (7) leicht berechnen, da r wihrend
der Felddnderung konstant bleibt [r(¢;) =7(¢,)]:

t

/rﬂdt:r(to)'(hl—ho).

to
Einsetzen in (7) ergibt
r(ty) = — 5 [a(hy—hg) +b(ty) (hy+ho)].

Schreibt man fiir ab+ab=2apcosp, wo ¢ der
Winkel zwischen a und b zur Zeit der Felddnderung
ist, so folgt fiir das magnetische Moment (= hy 0%,

e=afo):

M1 (hy+hy)® 1+2¢ hy—hy 2<h1_ho)2J
£ 170 e 1 _Vcos e 22 ),
Mo 4 ho Ry T hy+hy e hy+hq

(8)

4. Langsame Felddnderungen

Der andere, eigentlich interessante, Grenzfall ist
die langsame Felddnderung. Wahrend der Umlaufs-
zeit soll sich das Feld nur wenig dndern, d. h.

h/h2<1.

Ahnlich wie bei Koppe 3 und Scroc ¢ kann man als
neue abhingige Verinderliche den relativen Unter-

3 H. Koeeg, Z. Naturforschg. 5a, 137 [1950].
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schied von y gegen y, einfiihren:

}'+'.i'h
r=——;

. —ip1tT,
F—gh

1—=2

Y=

Die Riccatische DGI. (4) erhilt dann die Form

L, 1 h o5 .
x~zhx—+—2 h—(l—z)—O. 9)

Auch diese Gleichung ldft sich nicht durch Quadratur
l6sen, doch wollen wir die Naherungslosungen be-
stimmen, die sich durch Vernachldssigung des qua-
dratischen Gliedes in (9) ergeben. Gl. (9) geht
dann in eine lineare inhomogene Gleichung fiir
iber:

.

=0. (10)

D -

x'—ihx-i-

In Abschnitt 5 wird sich zeigen, dafl diese Annahme
gerechtfertigt ist.

Anfangsbedingung sei ein Gebiet mit h=0. Die
allgemeine Losung der DGI. (10) ist

¢
ifhar
17 fo

-
t, . —ifhat”
— e @ (ﬁ) e % dl,
=7 B e .

tll

(11)

Als zweite Losung nehmen wir z, so dafl wir wieder
zu zwei linear unabhingigen Losungen fiir z (oder
r) gelangen, mit denen sich alle Anfangsbedingun-
gen befriedigen lassen. Mit

v

t, . —i [hat”
1 h ’
p@) = 5/(—,—{)2,6 oo,

t

P(z) =0 (12)

erhilt man
ifthdt'
()= —p@e” , z(t) =0 (13)
und
¢ t )
fo-iior [t
r(t) =rgeh +rieh
¢ ¢
—i.fi%zdt’ i %dt/
=rge h +rye (14)

Die in (14) auftretenden Integrale kann man nicht
allgemein ausrechnen; die wegen 'zl <1 erlaubte
Reihenentwicklung der Nenner liefert:

4 A. Scnocn, Ergebn. exakt. Naturwiss. 23, 127 [1950].
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_,/ Podi=—ifhdi-i / hedii [hatdi— ..., i/ih’f di=i[hzdiri [hatdis... .
Y —x . .
¢
Aus DGL. (10) folgt i/hxdt':x+  log 1
= 0
IO
und fiir das quadratische Glied erhalt man
¢
o | h /
/hx dt= - + = -k
3T 2 /%
[i
L ¢ . U'lult l)/ul/
. Bt . | l h % /; l ’’ &
st k(1) — 2/l1d;_1/() </() d)dt.
to to t
Partielle Integration von K liefert k+k=pp.
t
Mit den Anfangsbedingungen ro=0e'" (0, y =reell, const) und r, =reell, const folgt mit [hdt' =H () :
,0

rit) = (}7:)—”2 [oeiH—v)~z=@R)+k | o~2=@R)+k],
0

Wir interessieren uns nun fir den Endzustand mit & # k, und h=0. Dann ist

h

s (7}?)'%[( S 27)@ e~ iV 2= @B +k | ( —i—éég)rl @Ry

0

Die DGI. (10) geht jetzt iiber in a-c—ihx:O, daraus folgt (1 +x) :;:/ihzx+x2 und
r= —i(hhg) " [(1+2+22) pe {H-W—c=@R+k | (34 32) p e=o— @24k ],

Wegen (2) ist py=h, 0% Fiihrt man noch ¢=r,/p ein, so folgt:

B l(l+z+a?) e
Mo

Wenn man beriicksichtigt, dal z= —pe'# und
p=per (p, x=reell, const), p<1, k+k=p? so
folgt nach einigen elementaren, aber etwas umstind-
lichen Rechnungen und Reihenentwicklungen nach
p (wobei die Glieder bis zur Ordnung p? einschlie3-
lich mitgenommen werden) :

B _14+2¢epcos(p+y)+ (1+€)p2.  (15)

U
Das Integral p ist von ¢, bis ¢, zu erstrecken.
Betrachtet man ein System von vielen Teilchen mit
gleichmaBig iiber alle Winkel verteilten Phasen v,
so liefert die Mittelung des cosy iiber O <y <27
eine mittlere Anderung des magnetischen Momentes
von

/B N\ _ 2\ 2
(£ =1+ @+e) p2. (16)

\
\

Wie man sieht, wird {* )—1 eine Groflenordnung

\ K,
kleiner als ( L 1)
Ho

Mo /

£+0
Um die Anderung des magnetischen Momentes zu
kennen, mufl man also nur das Integral p berechnen.

i(H=y)=a—@2)+k 4 ¢ (g4 g2) e o @RTR2

5. Die Berechnung von p

Das Integral (12) wird iber ein Intervall [z, ]
erstreckt, in dem izqéO. AuBerhalb soll A=0 sein.

Man kann dann die Integralgrenzen auch bis * ~

schieben:

+oo -—Uh dat’

p%é() dr.

(Da fiir t— — oo die Phase in der Exponentialfunk-
tion unbestimmt wird, wird die untere Grenze ¢ =0

) ¢
gesetzt.) h/h ist eine im Vergleich zu exp[ —i [ h d¢]
langsam verédnderliche Funktion. Das Integral ist
vom Typ der Fourier-Transformation.

Im einfachsten Fall hat k ein Maximum und geht
beiderseits dieses Maximums gegen Null, z. B. wie

eine Glockenkurve. Je kleiner h/h* gegen 1, desto
breiter wird die Kurve, wenn man einen bestimmten
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i .
Feldanstieg erreichen will (d. h. /: dt:logl;z1
0

to
= const). Dann wird aber auch die Zahl der Schwin-

gungen der Exponentialfunktion iiber der Funktion

h'/h groBer und der Integralwert kleiner.

Betrachten wir allgemein eine Funktion A (#) vom
Typ der Abb. 1. Durch die Transformation ¢— ot

A—=const

M——

const =R

t ——

Abb. 1. Der in den vorliegenden Rechnungen benutzte Funk-
tionstyp fiir A(t).

kann man den Anstieg durch geeignete Wahl von «
beliebig flach oder steil machen. Fiir diese Funktion
ha(t) =h(at) lautet das Integral

t
LOQ " a ”" ’
p(a)zl 1 dh(a?) z({h( t) dt dt
“ h(at) de '
00

oder, wenn man 7 =a ¢ setzt:

;s T
+o0 —% rh@y e
@

pa) =t [ 1 B0

W) de dr. (17)

—0o0

Durch Einfithrung der neuen Variablen
u= / h(7) d7
0

(wegen du/dv>0 ist dies immer moglich) erhalt
man aus (17)

P =3 [/ e 0 au,

1  dh(7)
wo f(u) - (h{(r) dr )r(u} ’

Unter folgenden Voraussetzungen tiber f(u) laBit
sich p (a) bestimmen: Es sei f(u +7w) in einer Um-
gebung |w|<#, der u-Achse analytisch und inte-
grierbar. Dann existiert der Integralwert und ver-
schwindet fir a— 0. Durch die Transformation
u—u—1in, (0<y<n,, y=const) wird der Inte-
grationsweg parallel verschoben. Dann wird

F.HERTWECK UND A.SCHLUTER

|p(a)|=4e 0 /f(u~i7]) e~ ugy < e na)f,

(18)
wenn 2 M die obere Schranke des Integrals in (19)
ist. Fiir a— 0 gilt M — 0. (Wahlt man <0, so
existiert der Grenzwert von P (a) bei a — 0 nicht.)
p(a) geht also bei @ — 0 mindestens exponentiell
gegen Null.

a/y ist im wesentlichen das Verhiltnis der relati-
ven Feldanderungsgeschwindigkeit zur Gyrofrequenz.
Einsetzen in (15) zeigt, daB die relative Anderung
von w mindestens exponentiell gegen Null strebt,
wenn a/n— 0.

Wir wollen nun eine speziellere Form der Funk-
tion A (t) annehmen, und zwar

h(O) =ho (“5 4", Tg(an))
Fiir k(1)
hy=const, so dal} 1;,};,...—»0. Fir t— + ~ gilt
dhnlich A — n hy= const. Die Steilheit des Anstiegs
ist proportional zu a. Fiir a < hy wird £ (0)/A%(0)
< 1. Im Integral (12) setzen wir 7=ot¢ und inte-
grieren im Intervall — oo <7< + o . Die beiden
Grenzen entsprechen dem Ubergang h—h=0.

Aus (12) wird dann ein Integral von der Form (17).
Die Substitution

(19)

t—— o geht exponentiell gegen

_ 1 : s n+1 n—1 :
g= h;fhdf =S log Coj
0
fihrt dann auf das Integral
ho\ _1 —i(hola) . _(»17 @)
p(a)—z/F(y)e ¥ dy, mit F(y)_hz =

Bei der Transformation 7—y hat man die Glei-
chung
(ezz/(n—l))n + e‘_’z/(zhl) —9 e2yl(n—-l\ =0

zu 16sen. Im Falle n =2, der auch den numerischen
Rechnungen zugrunde liegt, ist dies besonders ein-
fach. Man erhalt
_ (148e2y)te—1
Fo) = isen
und
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Abb. 2 zeigt die Kurve p? als Funktion von a/h,
(bezeichnet mit A). Man erhalt also einen exponen-
tiellen Abfall fiir a— 0. Der Faktor im Exponen-
ten ist gleich dem Abstand der néchsten Singularitat
von F(y+iw) zur y-Achse.

6. Die numerischen Rechnungen *

Mit A (¢) nach Gl. (19) fiir n =2 wurde die exakte
Bewegungsgleichung fiir eine Reihe von Parametern
alhy, € und v numerisch geldst, und zwar in der
Form (3). r gewinnt man nach Gl. (6). Die Ergeb-
nisse sind in den Abb. 2 bis 4 angegeben.

1

qooon

000001,

00 1000
-4

%

0

Abb. 2. Abhingigkeit der Anderung des magnetischen Mo-
mentes von der Schnelligkeit der Feldinderung a/h, .
¢=0. @ numerisch berechnete Werte.

a=0 ist die Grenze zwischen langsamer und
schneller Felddnderung. Bemerkenswert ist, dal fiir
a<h, die Anderung des magnetischen Momentes
sehr schnell klein wird.

Abb. 2 zeigt (u/my) —1 als Funktion von a/h,
mit e=0. A ist die nach Abschnitt5 bestimmte

* Die numerischen Rechnungen wurden auf der Gottinger
Elektronischen Rechenmaschine G 2 durchgefiihrt.
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Abb. 3. —1/log[ (#/ue) —1] als Funktion von a/h,. G ist

eine Gerade mit der Steigung 1/7 .
¢=0. @ numerisch berechnete Werte.

Abb. 4. Die Anderung von u in Abhingigkeit von der
Anfangs . £=2. ® numerisch gerechnete Werte.

Kurve p?. Die Gerade B ist der Grenzwert fiir
schnelle Felddnderung, nach Gl. (8). In Abb. 3 ist
—1/log[ (¢/u) —1] als Funktion von a/h, auf-
getragen. Die Steigung fiir a/h, ist mit guter Nahe-
rung 7~ !, Die Kurve C in Abb. 4 ist die mit der
Néherungsmethode bestimmte, fir &=2 und
a/hy=0,5. Die Anfangsphasen-Normierung wurde
willkiirlich so gewéhlt, dafl die zwei Punkte mit
kleinster Abszisse mit C zusammenfallen.

Zur Kontrolle wurde das Integral P (z) numerisch
bestimmt, und mit dessen Hilfe z(¢) (fiir a/hy=0,5).
Es ergab sich, da} dauernd Ix]2<0,01 war.

Wir danken Frau G. Hawv fiir ihre Mitwirkung bei
den numerischen Rechnungen und Herrn Dr. K. Hamv
fiir Diskussionen.



